SESSION 2010 MPINOO7

A

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

INFORMATIQUE

Durée : 3 heures

Les calculatrices sont interdites.
k sk ok

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédac-
tion.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.

k 3k %k

PREAMBULE : Les trois parties qui composent ce sujet sont indépendantes et peuvent étre traitées par
les candidats dans un ordre quelconque.

Pour les candidats ayant utilisé le langage CaML dans le cadre des enseignements d’informatique, la
partie III (Algorithmique et programmation en CaML) se situe en page 5.

Pour les candidats ayant utilisé le langage PASCAL dans le cadre des enseignements d’informatique,
la partie III (Algorithmique et programmation en PASCAL) se situe en page 12.

Partie I : Logique et calcul des propositions

Les universités anglophones nord-américaines sont célebres pour leurs associations estudiantines, les
fraternités, ou sororités. Celles-ci développent souvent une culture du secret.

Vous venez de rejoindre la fraternité I'acx. Lors de votre initiation, vous avez appris les regles gouver-
nant les discussions pour que seuls les membres puissent en comprendre le contenu. Lorsque plusieurs
membres prennent la parole sur un sujet donné, soit ils disent tous la vérité, soit ils mentent tous. Si
quelqu’un intervient sur plusieurs sujets, il peut avoir un réle différent pour chaque sujet.

Pour étre définitivement admis, vous devez démontrer votre maitrise de ces régles. Vous participez
a une discussion avec trois membres de la fraternité que nous appellerons A, B et C. Ceux-ci vous
indiquent comment rejoindre la salle d’intronisation. Si vous n’arrivez pas a rejoindre directement
cette salle, vous ne serez pas admis.

Un premier sujet est abordé concernant la piece dans laquelle se tiendra la cérémonie :

A : « La cérémonie se tiendra dans le gymnase »
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C : «Non, elle ne se tiendra pas dans cette piece »

A : « Ou alors dans le réfectoire »

Nous noterons G et R les variables propositionnelles associées a la piéce ou se tiendra la cérémonie.
Nous noterons A; et C les formules propositionnelles correspondant aux affirmations de A et C sur

le premier sujet.
Puis, un second sujet est traité concernant les escaliers qui permettent de rejoindre la pi¢ce ou se
tiendra la cérémonie.

A : « Le premier escalier conduit a I’intronisation »

C : « Tu as raison »

A : « Le troisiéme escalier y conduit aussi »

B : « Si le deuxiéme escalier y conduit, alors le troisieme n’y conduit pas »

C : « Le deuxiéme n’y conduit pas »

Nous noterons Fi, E,, F5 les variables propositionnelles correspondant au fait que le premier, le
deuxiéme, le troisieme escalier conduisent a la salle de cérémonie.

Nous noterons As, B; et C; les formules propositionnelles correspondant aux affirmations de A, B et
C sur le second sujet.

Question 1.1 Représenter le premier sujet abordé sous la forme d 'une formule du calcul des propo-
sitions dépendant des formules A, et C;.

Question 1.2 Représenter les informations données par les participants sous la forme de deux for-
mules du calcul des propositions A, et Cy dépendant des variables G et R.

Question 1.3 En utilisant le calcul des propositions (résolution avec les formules de De Morgan),
déterminer dans quelle piéce vous devez vous rendre pour rejoindre la cérémonie.

Question 1.4 Représenter le second sujet abordé sous la forme d une formule du calcul des proposi-
tions dépendant des formules Ay, By et Cs.

Question 1.5 Représenter les informations données par les participants sous la forme de trois for-
mules du calcul des propositions Ay, By et Cy dépendant des variables Ey, E et Es.

Question 1.6 En utilisant le calcul des propositions (résolution avec les tables de vérité), déterminer
I'escalier que vous devez suivre pour rejoindre la cérémonie.

Question 1.7 En admettant que les trois participants aient menti, pouviez vous prendre d autres es-
caliers ? Si oui, le ou lesquels ?

Partie II : Automates et langages

Le but de cet exercice est 1’étude des propriétés de 1’opération © de composition de deux automates.

1 Automate fini complet déterministe

Pour simplifier les preuves, nous nous limiterons au cas des automates finis complets déterministes.
Les résultats étudiés s’étendent au cadre des automates finis complets quelconques.
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1.1 Représentation d’un automate fini complet déterministe

Déf. I1.1 (Automate fini complet déterministe) Soit I’alphabet X (un ensemble de symboles), soit
A le symbole représentant le mot vide (A ¢ X)), soit X* I’ensemble contenant A et les mots composés
de séquences de symboles de X (donc A € X*); un automate fini complet déterministe sur X est un
quintuplet A = (@, X, 4, T, 6) composé de :

un ensemble fini d’états : Q) ;

un état initial : i € Q) ;

un ensemble d’états terminaux : 7" C @) ;

une fonction totale de transition confondue avec son graphe : 6 C @ x X — Q.

|

Pour une transition 6(o, ¢) = d donnée, nous appelons o ’origine de la transition, e 1’étiquette de la
transition et d la destination de la transition.

1.2 Représentation graphique d’un automate

Les automates peuvent étre représentés par un schéma suivant les conventions :
les valeurs de la fonction totale de transition § sont représentées par un graphe orienté dont les
neeuds sont les états et les arétes sont les transitions ;

un état initial est entouré d’un cercle @;

|

— un état terminal est entouré d’un double cercle ;

— un état qui est a la fois initial et terminal est entouré d’un triple cercle ;

une aréte étiquetée par le symbole e € X va de I’état o0 a I’état d si et seulement si 6(o, €) = d.

|

Exemple II.1 L’automate &, = (Q1, X, i1, 71, 01) avec :

Q1 = {4,B,C}
X = {a,b}

ihn = A

I = {A}

est représenté par le graphe suivant :

“b B C )

Exemple IL.2 L’automate & = (Q2, X, 2, T5, d2) avec :

QZ - {D,E,F}

X = {a,b}
iy = D
Tz - {E}
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5o(D,a)=F,  6(D,b) = E,
(52(E, a) = E, 52(E,b) = E,
0(F,a) = F, 0o (F,b) = F,

F Da,b

1.3 Langage reconnu par un automate fini complet déterministe

Soit 0* I’extension de § a Q) x X* — ( définie par :
Vg€ Q, 0*(q,A) =¢

Ve € X,
Vm e X*,
Yo € Q,
Vd € Q,

*(o,em) =d & Jq € Q, (§(o,e) = q) A (0*(g,m) = d)

Soit X un alphabet, un langage sur X est un sous-ensemble de X*.
Le langage sur X reconnu par un automate fini complet déterministe est :

LA)={me X*|3deT, §(i,m) =d}

Notons que certains états et transitions ne sont pas utiles dans la description d’un langage car ils ne
permettent pas d’aller d’un état initial & un état terminal.

Exemple I1.3 Le sous-automate de &; (exemple II.1) composé des états et transitions utiles est repré-

senté par le graphe suivant :
a
: B
b

Exemple I1.4 Le sous-automate de & (exemple 11.2) composé des états et transitions utiles est repré-
senté par le graphe suivant :
@+

Question II.1 Donner; sans les justifier; deux expressions réguliéres ou ensemblistes représentant les
langages sur X = {a, b} reconnus par les automates £, de I'exemple IL.1 et &, de I'exemple I1.2.
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2 Composition d’automates finis complets déterministes

2.1 Définition

Soit ’opération interne < sur les automates finis complets déterministes définie par :

Déf. 11.2 (Composition d’automates finis complets déterministes) Soient A; = (Q1, X, 41,71, 1)
et Ay = (@9, X, 1o, T5, 02) deux automates finis complets déterministes, I’automate 4 = A; <A, qui
résulte de la composition de A; et A, est défini par :

A=A QA = (Q1 X Q2, X, (i1,42), Ty X (Q2\ 1), d142)

Yo, € @4,
Yoy € (2,
Vz € X, 5142((01, 02)‘1 CC) = (CZ], dg) = (51(01,.’13) = dl) A ((52(02, II?) = dg)
Vd; € Qu,
vd2 € Q‘Z:

Question I1.2 En considérant les exemples II.1 et II.2, construire le graphe représentant I’ automate
&1 <1 &, (seuls les états et les transitions utiles devront étre construits).

Question I1.3 Caractériser le langage reconnu par £, <1 €, par une expression réguliére ou ensem-
bliste.

2.2 Propriétés
Question I1.4 Montrer que si A, et A, sont des automates finis complets déterministes, alors A, <1 A,
est un automate fini complet déterministe.

Question I1.5 Montrer que :

\7/01 € Ql;
Yoy € Qo,
Vm € X*, 07 ((01,00),m) = (di,ds) & (87 (01, m) = dy) A (05(02, m) = ds)
Vdy € Qu,
de € 6223

Question I1.6 Soient A, et A, des automates finis complets déterministes, montrer que :
m € L(A; < Ay) & m e L(A)) Am ¢ L(Ay)

Question I1.7 Quelle relation liant les langages reconnus par les automates A;, Ay et A; < Ay
peut-on en déduire ?

Partie III : Algorithmique et programmation en CaML

Cette partie doit étre traitée par les candidats qui ont utilisé le langage CaML dans le cadre des
enseignements d’informatique. Les fonctions écrites devront étre récursives ou faire appel a des fonc-
tions auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions itératives (for, while, ...)
ni de références.
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1 Exercice : le tri fusion

L’objectif de cet exercice est d’étudier une implantation particuliére d’un algorithme de tri d’une
séquence d’entiers.

Déf. IIL.1 Une séquence s de taille n de valeurs v; avec 1 < i < n est notée (vy,...,v,). Une
méme valeur v peut figurer plusieurs fois dans s, nous noterons card(v, s) le cardinal de v dans s,
c’est-a-dire le nombre de fois que v figure dans s avec :

card(v, (V1,...,v,)) =card{t e N| 1 <i<n,v=1u}

Une séquence d’entiers est représentée par le type sequence et une paire de séquences d’entiers est
représentée par le type paire dont les définitions sont :

type sequence == int list;;
type paire == sequence * sequence;;
Soit le programme en langage CaML :

let rec eclater s =
match s with
| 1 -> (01,10
| [el -> (lel,[])
| el::e2::q ->
let (pl,p2) = eclater gq in
(el::pl,e2::p2);;

let rec fusionner sl s2 =
match sl1,s2 with
| (el::ql,e2::q2) ->
if (el <= e2)
then el:: (fusionner gl s2)
else e2:: (fusionner sl g2)
| (., ) -> sl @ s2;;
let rec trier s =
match s with
| 11 -> [
| [e]l -> [e]
| ->
let (s1,s2) = eclater s in
fusionner (trier sl) (trier s2);;

Soit la constante exemple définie et initialisée par :
let exemple = [ 4; 3; 2; 11;;

Question III.1 Détailler les étapes du calcul de (trier exemple) en précisant pour chaque
appel aux fonctions eclater, fusionner et trier, la valeur du parametre et du résultat.
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Question IIL.2 Soit Ia séquencep = (p1,...,p,) de taillen, soient les séquences a = {ay, ..., a,)
de tailler etb = (by, ..., bs) de taille s telles que (a,b) = (eclater p), montrer que :

Vi, 1 < i < n,card(p;,p) = card(p;, a) + card(p;, b)

s = FE(n/2)
r=n-— FE(n/2)
Question II1.3 Soient les séquences a = (ay, .. ., a,) de taillem etb = (by, ..., b,) de taillen, soit
la séquencer = (rq,...,r,) detaillel tellequer = (fusionner a b), montrer que :
l=m+n

Vk,1 <k <l card(ry,r) = card(ry,a) + card(ry, b)
{ Vi,1<i<m,a; < a4

L1 <k <lrg < ey
Vj,1<j <n,b; <bjq = Vk, 1<k <lry <Tep

Question II1.4 Soit la séquencep = (p1, ..., pm) de taillem, soit la séquencer = (ry,...,r,) telle
quer = (trier p), montrer que :
m=n

Vi, 1 < i <m,card(py,r) = card(p;,p)
Vi,1<i<n,r <1

Question IIL.5 Montrer que le calcul des fonctions eclater, fusionner et trier se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parametres respectant le type des fonctions.

Question II1.6 Donner des exemples de valeurs du paramétre s de la fonction trier qui corres-
pondent aux meilleur et pire cas en nombre d 'appels récursifs effectués.

Calculer une estimation de la complexité dans les meilleur et pire cas des fonctions eclater,
fusionner et trier en fonction du nombre de valeurs dans les séquences données en paramétre.
Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d appels récursifs effectués.

2 Probleme : Représentation d’ensembles avec des intervalles

De nombreux algorithmes reposent sur la manipulation d’ensembles d’éléments ordonnés. Lorsque
ces ensembles contiennent de nombreux éléments adjacents (aucune valeur n’existe entre les deux
éléments), il est plus performant en terme de temps de calcul et d’occupation mémoire de manipuler
des intervalles au lieu de valeurs singulieres. Cela permet également de manipuler des ensembles
infinis sous la forme d’un ensemble fini d’intervalles contenant un nombre de valeurs infinies (i.e.
dans Q ou R).

L’objectif de ce probleme est de comparer deux implantations différentes d’un ensemble d’entiers, la
premicére a base de listes triées d’intervalles, et la seconde a base d’arbres binaires d’intervalles.

Nous nous limiterons a des intervalles fermés de R dont les bornes sont des entiers [min, maz].
L’extension a des intervalles ouverts et aux valeurs —oo et +oo ne pose pas de probléme majeur.

2.1 Préliminaires : Représentation des intervalles
2.1.1 Définitions

Déf. IT1.2 (Intervalles disjoints) Deux intervalles sont disjoints si leur intersection est vide.
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Déf. II1.3 (Fusion d’intervalles) La fusion de deux intervalles a comme minimum le plus petit des
minima des deux intervalles, et comme maximum le plus grand des maxima des deux intervalles.
Cette opération correspond a I’union des intervalles si ceux-ci ne sont pas disjoints.

2.1.2 Représentation en CaML

Nous ferons I’hypothese que les couples qui représentent des intervalles sont bien formés, c’est-a-dire
que la valeur représentant le minimum est inférieure ou égale a la valeur représentant le maximum.

Un intervalle est représenté par le type intervalle équivalent & une paire de int (son minimum
en premier et son maximum en second).

type bloc == int * int;;

Nous allons maintenant définir plusieurs opérations sur les intervalles.

2.1.3 Opérations sur la structure d’intervalle

La premiére opération est le test si deux intervalles sont disjoints.

Question IT1.7 Ecrire en CaML une fonction disjoints de type
intervalle -> intervalle -> bool tellequel’appel (disjoints i1 1i2) renvoiela
valeur true si les intervalles 11 et 12 sont disjoints, et la valeur false sinon.

La seconde opération est la fusion de deux intervalles.

Question IT1.8 Ecrire en CaML une fonction fusion de type intervalle -> intervalle
-> intervalle telle que I'appel (fusion 11 12) renvoie un intervalle correspondant & la
fusionde 11 et 12.

2.2 Réalisation a base d’une liste triée d’intervalles

La réalisation la plus simple d’un ensemble de valeurs en utilisant des intervalles consiste & utiliser
une liste d’intervalles. Pour réduire la complexité amortie de certaines opérations, nous utiliserons
une liste triée d’intervalles d’entiers.

2.2.1 Définitions

Les algorithmes manipuleront des listes d’intervalles respectant certaines contraintes que nous ap-
pellerons liste bien formée.

Déf. I11.4 (Liste bien formée d’intervalles) Une liste bien formée d’intervalles est une liste d’inter-

valles qui respecte les contraintes suivantes :

— les intervalles sont bien formés,

— les intervalles sont disjoints deux a deux,

— la liste est triée selon la relation d’ordre suivante : un intervalle 7; est strictement plus petit qu’un
intervalle i, si et seulement si le maximum de 7, est strictement plus petit que le minimum de 5.

Question I11.9 Montrer qu 'une liste triée d’intervalles bien formés, est une liste bien formée d’inter-
valles.

Question II1.10 Exprimer la définition III.4 sous la forme d 'une propriété LBF I (e) qui indique que
e = (vy,...,v,) est une liste bien formée d 'intervalles (contenant les intervalles v;).
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2.2.2 Représentation en CaML

Une liste triée d’intervalles est représentée par le type 1iste équivalent a une liste d’intervalle.
type liste == intervalle list;;

Nous allons maintenant définir plusieurs opérations sur les listes bien formées d’intervalles et estimer
leur complexité.

2.2.3 Opérations sur la structure de liste bien formée d’intervalles

La premiere opération est I’ajout d’un intervalle dans une liste bien formée d’intervalles.

Question IT1.11 Ecrire en CaML une fonction ajouter de type intervalle -> liste -»
liste telle que l'appel (ajouter i 1) sur une liste bien formée d’intervalles 1 renvoie une liste
bien formée d’intervalles contenant les intervalles contenus dans la liste 1 qui sont disjoints de 1, et :
- soit le résultat de la fusion de i et des intervalles contenus dans la liste 1 qui ne sont pas disjoints
de 1,

- soit 'intervalle 1, si tous les intervalles contenus dans la liste 1 lui sont disjoints.

L algorithme utilisé ne devra parcourir qu une seule fois la liste. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question II1.12 Donner des exemples de valeurs des paramétres i et 1 de la fonction ajouter qui
correspondent aux meilleur et pire cas en nombre d 'appels récursifs effectués.

Calculer une estimation de la complexité dans les meilleur et pire cas de la fonction ajouter en
fonction de la longueur de la liste 1. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels
récursifs effectués.

La deuxiéme opération est le test d’appartenance d’une valeur dans une liste bien formée d’inter-
valles.

Question I11.13 Ecrire en CaML une fonction appartenir de type int -> liste -> bool
telle que 1'appel (appartenir v 1) sur une liste bien formée d’intervalles 1 renvoie la valeur
true sila valeur v appartient & un des intervalles contenus dans Ia liste 1 et la valeur false sinon.
L algorithme utilisé ne devra parcourir qu 'une seule fois la liste. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La troisi¢éme opération est la vérification qu’une liste d’intervalles est bien formée, c’est-a-dire res-
pecte les contraintes de la définition I11.4 formalisée par la propriété LB F'I(e) dans la question IT1.10.

Question IT1.14 Ecrire en CaML une fonctionverifier detypeliste -> bool telle que I'ap-
pel (verifier 1) sur une liste d’intervalles 1 renvoie la valeur true si la liste 1 respecte les
contraintes d 'une liste bien formée d'intervalles, et la valeur false sinon.

L algorithme utilisé ne devra parcourir qu 'une seule fois la liste. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

2.3 Reéalisation a base d’arbres binaires

L utilisation de la structure d’arbre binaire pour représenter un ensemble a base d’intervalles permet
de réduire la complexité en temps de calcul pour les différentes opérations.
Une liste est représentée par un arbre binaire dont les feuilles sont les intervalles.
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2.4 Arbre binaire d’intervalles
2.4.1 Définition

Déf. II1.5 (Arbre binaire d’intervalles) Un arbre binaire d’intervalles a est une structure qui peut :

— soit étre vide notée (),

— soit étre une feuille qui contient un intervalle notée [min, maz],

— soit un nceud qui contient un sous-arbre gauche (noté G(a)) et un sous-arbre droit (noté D(a)) qui
sont tous deux des arbres binaires d’intervalles non vides.

L’ensemble des feuilles, respectivement des nceuds, est noté F, respectivement N. L’ensemble des

arbres est A = F UN.

L’ensemble des feuilles, respectivement des nceuds, d’un arbre a est noté F(a), respectivement N/ (a).

Déf. 111.6 (Intervalle englobant) L’intervalle englobant d’un arbre d’intervalles est le plus petit in-
tervalle bien formé qui contient tous les intervalles contenus dans les feuilles de I’arbre. L’intervalle
englobant d’un arbre d’intervalles a est noté Z(a).

Déf. II1.7 (Parcours gauche-droite d’un arbre binaire) Le parcours gauche-droite d’un arbre bi-
naire a, noté £(a), construit la séquence des feuilles de I’arbre dans I’ordre de gauche a droite. Il est
défini par les équations :

([ming, max,]) sia € F
) {fiseo frogn) Sla €N
£la) = T et fu) = E(G(@)
et <fm+la ce fm+n> = g(D(a))

Déf. I11.8 (Arbre bien formé d’intervalles) Un arbre bien formé d’intervalles est un arbre d’inter-
valles qui respecte les contraintes suivantes :

— les intervalles contenus dans les feuilles sont bien formés,

— les intervalles contenus dans les feuilles sont disjoints deux a deux,

— la liste d’intervalles obtenue par le parcours gauche-droite de 1’arbre est bien formée.

Question II1.15 Soit a un arbre d’intervalles bien formés. Montrer que si pour tous les nceuds de
I'arbre, le maximum de 1'intervalle englobant du fils gauche est strictement plus petit que le minimum
de I'intervalle englobant du fils droit, alors 1'arbre est bien formeé.

Question II1.16 Exprimer Ia définition II.8 sous la forme d 'une propriété ABF I(a) qui indique que
a est un arbre bien formé d’intervalles. Donner deux formes a cette définition, une qui s appuie sur
le parcours gauche-droite, et une qui s’appuie uniquement sur la structure de I'arbre.

Exemple II1.1 (Arbres binaires d’intervalles) Voici un exemple d’arbres binaires d’intervalles :
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2.4.2 Représentation des arbres binaires d’intervalles en CaML

Un arbre binaire de blocs est représenté par le type CaML :
type arbre = Vide

| Feuille of int * int

| Noeud of arbre x arbre;;

Dans I’appel Feuille ( min, max), les paramétres min et max sont respectivement les valeurs
minimum et maximum de I’intervalle contenu dans la feuille.

Dans I’appel Noeud ( fg, £d), les paramétres £g et £d sont respectivement le fils gauche et le
fils droit de la racine de 1’arbre créé.

Exemple III.2 Le terme suivant

Noeud (
Noeud (
Feuille( -5, -3 ),
Noeud (
Feuille( -1, 0),
Feuille( 1, 2)

)
Feuille( 5, 9)
)

est alors associé au troisi¢éme arbre binaire de blocs représenté graphiquement dans I’exemple I1I.1.

2.4.3 Opérations sur la structure d’arbre d’intervalles

La premiere opération consiste a déterminer I’intervalle englobant d’un arbre d’intervalles.

Question IT1.17 Ecrire en CaML une fonction englobant de type arbre -> intervalle
telle que I'appel (englobant a) renvoie l'intervalle englobant de 1’arbre d’intervalles bien formé
non vide a. L algorithme utilisé ne devra parcourir qu ‘une seule fois 1'arbre. Cette fonction devra étre
récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La deuxiéme opération est la vérification qu’'un arbre d’intervalles est bien formé, c’est-a-dire qu’il
respecte les contraintes de la définition IIL.8.

Question IIL.18 Ecrire en CaML une fonction verifier detype arbre -> bool telle que I'ap-
pel (verifier a) sur un arbre d'intervalles a renvoie la valeur true si a est un arbre d'inter-
valles bien formé, et la valeur false sinon. L'algorithme utilisé ne devra parcourir qu'une seule
fois I'arbre. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel & des fonctions auxiliaires récursives.

La troisieme opération est le test d’appartenance d’une valeur dans un arbre d’intervalles bien formé.

Question II1.19 Ecrire en CaML une fonction appartenir de type int -> arbre -> bool
telle que I'appel (appartenir v a) sur un arbre d’intervalles bien formé a renvoie la valeur
true si la valeur v appartient & un des intervalles contenus dans les feuilles de a et la valeur
false sinon.

L’algorithme utilisé ne devra parcourir qu ‘une seule fois I'arbre. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La quatriéme opération est le découpage d’un arbre bien formé d’intervalles selon une valeur.
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Question IT1.20 Ecrire en CaML une fonction decouper de type int -> arbre -> arbre
+ arbre * arbre telle que l'appel (decouper v a) surun arbre d’intervalles bien formé a
renvoie un triplet composé :

- d’un arbre bien formé contenant les intervalles strictement inférieur a la valeur v,

- d’un arbre bien formé contenant les intervalles contenant la valeur v,

- d’un arbre bien formé contenant les intervalles strictement supérieur a la valeur v.

L algorithme utilisé ne devra parcourir qu 'une seule fois I'arbre. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La derniére opération est I’ajout d’un intervalle dans un arbre d’intervalles bien formé.

Question I11.21 Ecrire en CaML une fonction ajouter de type intervalle -> arbre ->

arbre telle que I'appel (ajouter i a) surun arbre d’intervalles bien formé a renvoie un arbre

d’intervalles bien formé contenant les intervalles contenus dans les feuilles de a qui sont disjoints de

i,et:

— soit le résultat de la fusion de i et des intervalles contenus dans les feuilles de a qui ne sont pas
disjoints de 1,

— soit 'intervalle 1, si tous les intervalles contenus dans les feuilles de a Iui sont disjoints.

L’algorithme utilisé ne devra parcourir qu ‘une seule fois 1'arbre. Cette fonction devra étre récursive

ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question I11.22 Donner des exemples de valeurs des paramétres 1 et a de la fonction ajouter qui
correspondent aux meilleur et pire cas en nombre d’appels récursifs effectués.

Calculer une estimation de la complexité dans les meilleur et pire cas de la fonction ajouter en
fonction de la profondeur de 1’arbre a. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d ‘appels
récursifs effectués.

Partie III : Algorithmique et programmation en PASCAL

Cette partie doit étre traitée par les candidats qui ont utilisé le langage PASCAL dans le cadre des
enseignements d’informatique. Les fonctions écrites devront étre récursives ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions itératives (for, while,
repeat,...).

1 Exercice : le tri fusion

L’objectif de cet exercice est d’étudier une implantation particuliere d’un algorithme de tri d’une
séquence d’entiers.

Déf. ITI.1 Une séquence s de taille n de valeurs v; avec 1 < ¢ < n est notée (vy,...,u,). Une
méme valeur v peut figurer plusieurs fois dans s, nous noterons card(v, s) le cardinal de v dans s,
¢’est-a-dire le nombre de fois que v figure dans s avec :

card(v, (vy,...,v,)) =card{i e N| 1 <i < n,v=u}

Une séquence d’entiers est représentée par le type SEQUENCE. Nous supposons prédéfinies les cons-
tantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine quelles que soient les valeurs de leurs
paramétres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans les réponses aux questions :

— NIL représente la séquence vide d’entiers;

12/20



— FUNCTION S Inserer (e:INTEGER;s:SEQUENCE) : SEQUENCE; renvoie une séquence
d’entiers composée d’un premier entier e et du reste de la séquence contenu dans s ;

— FUNCTION S_Tete (s:SEQUENCE) : INTEGER; renvoie le premier entier de la séquence s.
Cette séquence ne doit pas étre vide ;

— FUNCTION S_Queue (s:SEQUENCE) : SEQUENCE; renvoie le reste de la séquence s privée
de son premier entier. Cette séquence ne doit pas étre vide ;

— FUNCTION S_Juxtaposer (sl, s2:SEQUENCE) : SEQUENCE; renvoie une séquence com-
posée des éléments de la séquence s1 dans le méme ordre que dans s1 suivis des éléments de la
séquence s2 dans le méme ordre que dans s2.

Une paire de séquence d’entiers est représentée par le type PAIRE. Nous supposons prédéfinies les

constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine quelles que soient les valeurs de leurs

parametres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans les réponses aux questions :

— FUNCTION P_Creer (sl,s2:SEQUENCE) : PAIRE; renvoie une paire de séquences dont le
premier élément est s1 et le second élément s2,

— FUNCTION P_Premier (p:PAIRE) : SEQUENCE; renvoie la premiére séquence contenue dans
la paire de séquences p,

— FUNCTION P_Second (p:PAIRE) : SEQUENCE; renvoie la seconde séquence contenue dans
la paire de séquences p.

Soit le programme en langage PASCAL :

FUNCTION eclater (s : SEQUENCE) :PAIRE;
VAR el, e2 : INTEGER; g : SEQUENCE; p : PAIRE;

BEGIN
IF (s = NIL) THEN
eclater := P_Creer( NIL, NIL)
ELSE BEGIN
el := S Tete( s ); g := S Queue( s );
IF (g = NIL) THEN
eclater := P _Creer( S _Inserer( el, NIL), NIL)
ELSE BEGIN
e2 := S Tete( g ); g := S Queue( g );
p := eclater( q );
eclater := P Creer( S Inserer( el, P Premier( p )),
S Inserer( e2, P_Second( p )))
END
END
END;

FUNCTION fusionner (sl,s2 : SEQUENCE) : SEQUENCE;
VAR el, e2 : INTEGER; gl, g2 : SEQUENCE;
BEGIN

IF (sl <> NIL) AND (s2 <> NIL) THEN BEGIN

el := S Tete( s1 ); gl := S Queue( sl );
e2 := S Tete( s2 ); g2 := S Queue( s2 );
IF (el <= e2) THEN
fusionner := S Inserer( el, fusionner( gl, s2))
ELSE
fusionner := S Inserer( e2, fusionner( sl, g2))
END ELSE
fusionner := S Juxtaposer( sl, s2)

END;
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FUNCTION trier(s : SEQUENCE) : SEQUENCE;
VAR p : PAIRE;

BEGIN
IF (s = NIL) THEN
trier := NIL
ELSE BEGIN
IF (S _Queue(s) = NIL) THEN
trier := s
ELSE BEGIN
p := eclater( s );
trier := fusionner( trier( P _Premier( p )),
trier( P_Second( p )))
END
END
END;

Soit la constante exemple définie et initialisée par :

CONST exemple : SEQUENCE
= S Ajouter( 4, S_Ajouter( 3,
S Ajouter( 2, S_Ajouter(l, NIL))));

Question II1.1 Deétailler les étapes du calcul de t rier (exemple) en précisant pour chaque appel
aux fonctions eclater, fusionner et trier, la valeur du parametre et du résultat.

Question II1.2 Soit Ia séquence p = (p1,...,pn) de taille n, soient les séquences a = {(ay, ..., a,)
de tailler etb = (by,...,bs) de taille s telles que c = eclater(p),a = P_Premier(c) et
b = P _Premier(c), montrer que :

Vi, 1 <i < n,card(p;, p) = card(p;, a) + card(p;, b)
s = E(n/2)
r=n-— E(n/2)

Question II1.3 Soient les séquences a = (ay, . .., an) de taillem etb = (by,...,b,) de taillen, soit
la séquencer = (ry,...,r;) de taillel telle que r = fusionner (a,b), montrer que :
l=m+n

Vk,1 < k <1, card(ry,r) = card(ry, a) + card(ry, b)

Vi, 1 <i<m,a; < a1
< bz < <r
{v.],lS]<n,b]SbJ+l :Vk’l_k<l7’rk——7k+l

Question I11.4 Soit la séquencep = (p1, .. .,pn) de taillen, soit la séquencer = (ry,...,r,) telle
quer = trier (p), montrer que:

m=n
Vi, 1 < i < m,card(py,r) = card(p;,p)
Vi,1 <i<n,r <1

Question I11.5 Montrer que le calcul des fonctions eclater, fusionner et trier se termine

quelles que soient les valeurs de leurs parametres respectant le type des fonctions.
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Question II1.6 Donner des exemples de valeurs du paramétre s de la fonction trier qui corres-
pondent aux meilleur et pire cas en nombre d appels récursifs effectués.

Calculer une estimation de la complexité dans les meilleur et pire cas des fonctions eclater,
fusionner et trier en fonction du nombre de valeurs dans les séquences données en parameétre.
Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d appels récursifs effectués.

2 Probleme : Représentation d’ensembles avec des intervalles

De nombreux algorithmes reposent sur la manipulation d’ensembles d’éléments ordonnés. Lorsque
ces ensembles contiennent de nombreux éléments adjacents (aucune valeur n’existe entre les deux
¢léments), il est plus performant en terme de temps de calcul et d’occupation mémoire de manipuler
des intervalles au lieu de valeurs singulieres. Cela permet également de manipuler des ensembles
infinis sous la forme d’un ensemble fini d’intervalles contenant un nombre de valeurs infinies (i.e.
dans Q ou R).

L’objectif de ce probléme est de comparer deux implantations différentes d’un ensemble d’entiers, la
premicre a base de listes triées d’intervalles, et la seconde & base d’arbres binaires d’intervalles.
Nous nous limiterons a des intervalles fermés de R dont les bornes sont des entiers [min, max].
L’extension a des intervalles ouverts et aux valeurs —oc et +oo ne pose pas de probléme majeur.

2.1 Préliminaires : Représentation des intervalles
2.1.1 Définitions

Déf. I11.2 (Intervalles disjoints) Deux intervalles sont disjoints si leur intersection est vide.

Déf. 111.3 (Fusion d’intervalles) La fusion de deux intervalles a comme minimum le plus petit des
minima des deux intervalles, et comme maximum le plus grand des maxima des deux intervalles.
Cette opération correspond a 1’union des intervalles si ceux-ci ne sont pas disjoints.

2.1.2 Représentation en PASCAL

Nous ferons I’hypothése que les couples qui représentent des intervalles sont bien formés, c’est-a-dire
que la valeur représentant le minimum est inférieure ou égale a la valeur représentant le maximum.

Un intervalle est représenté par le type de base INTERVALLE.
Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine quelles
que soient les valeurs de leurs parametres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans les réponses

aux questions :
— FUNCTION I Creer (min,max:INTEGER) : INTERVALLE; renvoie un intervalle dont le

minimum est min et le maximum est max,

— FUNCTION I Minimum(i:INTERVALLE) : INTEGER; renvoie le minimum de I’intervalle
i?

— FUNCTION I Maximum(i:INTERVALLE) : INTEGER; renvoie le maximum de I’intervalle

i.
Nous allons maintenant définir plusieurs opérations sur les intervalles.

2.1.3 Opérations sur la structure d’intervalle

La premiére opération est le test si deux intervalles sont disjoints.
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Question IT1.7 Ecrire en PASCAL une fonction

disjoints (il:INTERVALLE;1i2:INTERVALLE) : BOOLEAN; telle que 1 ’appe]
disjoints (il,1i2) renvoie la valeur TRUE si les intervalles i1 et 12 sont disjoints, et la valeur
FALSE sinon.

La seconde opération est la fusion de deux intervalles.

Question 111.8 FEcrire en PASCAL une fonction fusion (i1, 12 : INTERVALLE) : INTERVALLE
telle que I'appel fusion (i1, 12) renvoie un intervalle correspondant a la fusion de 11 et 1 2.

2.2 Réalisation a base d’une liste triée d’intervalles

La réalisation la plus simple d’un ensemble de valeurs en utilisant des intervalles consiste a utiliser
une liste d’intervalles. Pour réduire la complexité amortie de certaines opérations, nous utiliserons
une liste triée d’intervalles d’entiers.

2.2.1 Définitions

Les algorithmes manipuleront des listes d’intervalles respectant certaines contraintes que nous ap-
pellerons liste bien formée.

Déf. 111.4 (Liste bien formée d’intervalles) Une liste bien formée d’intervalles est une liste d’inter-

valles qui respecte les contraintes suivantes :

— les intervalles sont bien formés,

— les intervalles sont disjoints deux a deux,

— la liste est triée selon la relation d’ordre suivante : un intervalle ¢, est strictement plus petit qu’un
intervalle 75 si et seulement si le maximum de i, est strictement plus petit que le minimum de i,.

Question II1.9 Montrer qu une liste triée d’intervalles bien formés, est une liste bien formée d'inter-
valles.

Question II1.10 Exprimer la définition II1.4 sous la forme d’une propriété LBF I (e) qui indique que
e = (v, ...,v,) est une liste bien formée d’intervalles (contenant les intervalles v;).

2.2.2 Représentation en PASCAL

Une liste triée d’intervalles est représentée par le type de base LISTE correspondant a une liste

d’INTERVALLE.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine quelles

que soient les valeurs de leurs parametres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans les réponses

aux questions :

— NIL représente la liste vide d’intervalles;

— FUNCTION L Inserer (i:INTERVALLE;1:LISTE) :LISTE; renvoie une liste d’interval-
les composée d’un premier intervalle i et du reste de la liste contenu dans 1 ;

— FUNCTION L Premier (1:LISTE) : INTERVALLE; renvoie le premier intervalle de la liste
1. Cette liste ne doit pas étre vide;

— FUNCTION L Reste (1:LISTE) :LISTE; renvoie le reste de la liste 1 privée de son premier
intervalle. Cette liste ne doit pas étre vide ;

— FUNCTION L Juxtaposer(l1l,12:LISTE) :LISTE; renvoie une liste composée des in-
tervalles de la liste 11 dans le méme ordre que dans 11 suivis des intervalles de la liste 12 dans le
méme ordre que dans 12.

Nous allons maintenant définir plusieurs opérations sur les listes bien formées d’intervalles et estimer

leur complexité.
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2.2.3 Opérations sur la structure de liste bien formée d’intervalles

La premiére opération est I’ajout d’un intervalle dans une liste bien formée d’intervalles.

Question ITIL.11 Ecrire en PASCAL une fonction

ajouter (i:INTERVALLE;1:LISTE) :LISTE; telle quel'appel ajouter (i, 1) surune liste

bien formée d’intervalles 1 renvoie une liste bien formée d’intervalles contenant les intervalles con-

tenus dans la liste 1 qui sont disjoints de 1, et :

~ soit le résultat de la fusion de 1 et des intervalles contenus dans la liste 1 qui ne sont pas disjoints
de i,

— soit I'intervalle 1, si tous les intervalles contenus dans la liste 1 lui sont disjoints.

L algorithme utilisé ne devra parcourir qu ‘une seule fois la liste. Cette fonction devra étre récursive

ou faire appel & des fonctions auxiliaires récursives.

Question II1.12 Donner des exemples de valeurs des paramétres i et 1 de la fonction ajouter qui
correspondent aux meilleur et pire cas en nombre d'appels récursifs effectués.

Calculer une estimation de la complexité dans les meilleur et pire cas de la fonction ajouter en
fonction de la longueur de la liste 1. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels
récursifs effectués.

La deuxieéme opération est le test d’appartenance d’une valeur dans une liste bien formée d’inter-
valles.

Question II1.13 Ecrire en PASCAL une fonction

appartenir (v:INTEGER;1:LISTE) : BOOLEAN; telle que l'appel appartenir (v,1) sur
une liste bien formée d’intervalles 1 renvoie la valeur TRUE si la valeur v appartient a un des
intervalles contenus dans la liste 1 et la valeur FALSE sinon.

L’algorithme utilisé ne devra parcourir qu 'une seule fois la liste. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La troisieme opération est la vérification qu’une liste d’intervalles est bien formée, c’est-a-dire res-
pecte les contraintes de la définition I11.4 formalisée par la propriété L BF'I(e) dans la question I11.10.

Question I11.14 FEcrire en PASCAL une fonction verifier (1:LISTE) : BOOLEAN ; telle que
l'appel verifier (1) sur une liste d'intervalles 1 renvoie la valeur TRUE si la liste 1 respecte
les contraintes d 'une liste bien formée, et la valeur FALSE sinon.

L algorithme utilisé ne devra parcourir qu ‘une seule fois la liste. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

2.3 Réalisation a base d’arbres binaires

L’utilisation de la structure d’arbre binaire pour représenter un ensemble a base d’intervalles permet
de réduire la complexité en temps de calcul pour les différentes opérations.
Une liste est représentée par un arbre binaire dont les feuilles sont les intervalles.

2.4 Arbre binaire d’intervalles
2.4.1 Définition

Déf. I11.5 (Arbre binaire d’intervalles) Un arbre binaire d’intervalles a est une structure qui peut :
— soit étre vide notée (0,
— soit étre une feuille qui contient un intervalle notée [min, mazx|,
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— soit un nceud qui contient un sous-arbre gauche (noté G(a)) et un sous-arbre droit (noté D(a)) qui
sont tous deux des arbres binaires d’intervalles non vides.

L’ensemble des feuilles, respectivement des nceuds, est noté F, respectivement /. L’ensemble des

arbres est A = F UN.

L’ensemble des feuilles, respectivement des nceuds, d’un arbre a est noté F(a), respectivement N (a).

Déf. I11.6 (Intervalle englobant) L’intervalle englobant d’un arbre d’intervalles est le plus petit in-
tervalle bien formé qui contient tous les intervalles contenus dans les feuilles de 1’arbre. L’intervalle
englobant d’un arbre d’intervalles a est noté Z(a).

Déf. I11.7 (Parcours gauche-droite d’un arbre binaire) Le parcours gauche-droite d’un arbre bi-
naire a, noté &£(a), construit la séquence des feuilles de I’arbre dans 1’ordre de gauche a droite. Il est
défini par les équations :

([ming, maz,]) sia € F
(fi, s foan) Sia€N
et <f].’ ce afm> = g(g(a’))
et (fm+1a feey fm+n-> = S(D(a'))

Déf. I11.8 (Arbre bien formé d’intervalles) Un arbre bien formé d’intervalles est un arbre d’inter-
valles qui respecte les contraintes suivantes :

— les intervalles contenus dans les feuilles sont bien formés,

— les intervalles contenus dans les feuilles sont disjoints deux a deux,

— la liste d’intervalles obtenue par le parcours gauche-droite de 1’arbre est bien formée.

E(a) =

Question I11.15 Soit a un arbre d’intervalles bien formés. Montrer que si pour tous les neeuds de
I'arbre, le maximum de 1'intervalle englobant du fils gauche est strictement plus petit que le minimum
de I'intervalle englobant du fils droit, alors I'arbre est bien formé.

Question I11.16 Exprimer la définition II1.8 sous la forme d 'une propriété ABF I(a) qui indique que
a est un arbre bien formé d'intervalles. Donner deux formes a cette définition, une qui s'appuie sur
le parcours gauche-droite, et une qui s'appuie uniquement sur la structure de I'arbre.

Exemple III.1 (Arbres binaires d’intervalles) Voici un exemple d’arbres binaires d’intervalles :

2.4.2 Représentation des arbres binaires d’intervalles en PASCAL

Un arbre binaire d’intervalles est représenté par le type de base ARBRE.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine quelles
que soient les valeurs de leurs parametres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans les répon-
ses aux questions :

— NIL représente I’arbre binaire d’intervalles vide ;

18/20



— FUNCTION Feuille (i:INTERVALLE) :ARBRE; est une fonction qui renvoie une feuille
contenant I’intervalle i ;

— FUNCTION EstFeuille (a:ARBRE) : BOOLEAN; estune fonction qui renvoie la valeur TRUE
si I’arbre a est une feuille contenant un intervalle, et la valeur FALSE sinon;

— FUNCTION Intervalle (a:ARBRE) : INTEGER; estune fonction qui renvoie I’intervalle con-
tenu par la racine de I’arbre a si a est une feuille;

— FUNCTION Noeud (f£g:ARBRE; £d:ARBRE) : ARBRE; est une fonction qui renvoie un nceud
dont le fils gauche et le fils droit de la racine sont respectivement £g et £d;

— FUNCTION EstNoeud (a:ARBRE) : BOOLEAN; est une fonction qui renvoie la valeur TRUE
si I’arbre a est un nceud, et la valeur FALSE sinon;

— FUNCTION Gauche (a:ARBRE) :ARBRE; est une fonction qui renvoie le fils gauche de la
racine de I’arbre a si a est un nceud ;

— FUNCTION Droit (a:ARBRE) :ARBRE; est une fonction qui renvoie le fils droit de la racine
de I’arbre a si a est un nceud.

Exemple III.2 L’appel suivant

Noeud (
Noeud (
Feuille( I_Creer( -5, -3 )),
Noeud (
Feuille( I _Creer( -1, 0)),
Feuille( I Creer( 1, 2))

),
Feuille( I Creer( 5, 9))

)

renvoie I’arbre binaire de blocs représenté graphiquement par le troisiéme arbre dans 1’exemple II1L.1.

2.4.3 Opérations sur la structure d’arbre d’intervalles

La premicre opération consiste a déterminer I’intervalle englobant d’un arbre d’intervalles.

Question I11.17 Ecrire en PASCAL une fonction englobant (a :ARBRE) : INTERVALLE; telle
que l'appel englobant (a) renvoie I'intervalle englobant de I'arbre d'intervalles bien formé non
vide a. L 'algorithme utilisé ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette fonction devra étre
récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La deuxieme opération est la vérification qu’un arbre d’intervalles est bien formé, c’est-a-dire qu’il
respecte les contraintes de la définition II1.8.

Question I11.18 Ecrire en PASCAL une fonction verifier (a:ARBRE) : BOOLEAN; telle que
l'appel verifier (a) sur un arbre d’intervalles a renvoie la valeur TRUE si a est un arbre d’in-
tervalles bien formé, et la valeur FALSE sinon. L algorithme utilisé ne devra parcourir qu 'une seule
fois I'arbre. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La troisiéme opération est le test d’appartenance d’une valeur dans un arbre d’intervalles bien formé.

Question I11.19 Ecrire en PASCAL une fonction

appartenir (v:INTEGER;a:ARBRE) : BOOLEAN; telle que I’appel appartenir (v,a) sur
un arbre d’intervalles bien formé a renvoie la valeur TRUE si la valeur v appartient & un des inter-
valles contenus dans les feuilles de a et la valeur FALSE sinon.
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L algorithme utilisé ne devra parcourir qu 'une seule fois I'arbre. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La quatriéme opération est le découpage d’un arbre bien formé d’intervalles selon une valeur.
Un triplet d’arbres d’intervalles est représenté par le type de base TRIPLET.
Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine quelles
que soient les valeurs de leurs parametres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans les répon-
ses aux questions :
— FUNCTION T Creer(al,a2,a3:ARBRE) : TRIPLET; renvoie un triplet dont les
éléments sont al, a2 et a3,
— FUNCTION T Un(t:TRIPLET) :ARBRE; renvoie le premier élément de t,
— FUNCTION T Deux (t:TRIPLET) : ARBRE; renvoie le deuxiéme élément de t,
— FUNCTION T Trois (t:TRIPLET) :ARBRE; renvoie le troisiéme élément de t.

Question II1.20 Ecrire en PASCAL une fonction decouper (v: INTEGER ; a : ARBRE) : TRIPLET;
telle que 1'appel decouper (v, a) sur un arbre d’intervalles bien formé a renvoie un triplet com-
POSE ©

— d’un arbre bien formé contenant les intervalles strictement inférieur a la valeur v,

— d’un arbre bien formé contenant les intervalles contenant la valeur v,

— d’un arbre bien formé contenant les intervalles strictement supérieur a la valeur v.

L ’algorithme utilisé ne devra parcourir qu ‘une seule fois 1'arbre. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

La derniére opération est I’ajout d’un intervalle dans un arbre d’intervalles bien formé.

Question II1.21 Ecrire en PASCAL une fonctionajouter (i : INTERVALLE; a : ARBRE) : ARBRE

telle que I'appel ajouter (i, a) sur un arbre d'intervalles bien formé a renvoie un arbre d’inter-

valles bien formé contenant les intervalles contenus dans les feuilles de a qui sont disjoints de 1,

et.

- soit le résultat de la fusion de i et des intervalles contenus dans les feuilles de a qui ne sont pas
disjoints de 1,

- soit l'intervalle i, si et seulement si tous les intervalles contenus dans les feuilles de a lui sont
disjoints.

L’algorithme utilisé ne devra parcourir qu 'une seule fois I'arbre. Cette fonction devra étre récursive

ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question I11.22 Donner des exemples de valeurs des paramétres i et a de la fonction ajouter qui
correspondent aux meilleur et pire cas en nombre d’'appels récursifs effectués.

Calculer une estimation de la complexité dans les meilleur et pire cas de la fonction ajouter en
fonction de la profondeur de 1'arbre a. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels
récursifs effectués.

Fin de I’énoncé
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