Les calculatrices sont interdites.

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance &ltég a la précision et a la concision
de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui seratsleune erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquamalsons des initiatives qu’il a été amené
a prendre.

PREAMBULE : Les trois parties qui composent ce sujet sont indéperdattpeuvent &tre traitées par
les candidats dans un ordre quelconque.

Partie | : Logique et calcul des propositions

Les jeux virtuels sur ordinateur font souvent appel a aegrges logiques régies par le calcul des
propositions. Vous participez actuellement a une padig tbs regles sont les suivantes :

Les propositions composant uarigme sont alternativement vraies et fausses, éedite que :
— soit les propositions de nuaTo pair sont vraies et les propositions de remmimpair fausses,
— soit les propositions de nuaTo pair sont fausses et les propositions de atommpair vraies.

Dans un labyrinthe, vous vous retrouvez bloqué dans uhe feale a une porte sur laquelle se
trouvent deux interrupteurs étiquetés A et B en positiarente. Sur son seuil figure l'inscription
Suivante :

Pour ouvrir la porte :
P1 Il faut fermer l'interrupteur A.
P2 Il faut fermer simultanément les interrupteurs A et B.
P3 Il ne faut pas fermer l'interrupteur B.

Attention, en cas d’erreur la salle s’auto-détruira...

Question I.1 Exprimer P;, P, et P; sous la forme de formules du calcul des propositioggesshdant
de A et deB.

Question 1.2 Exprimer la egle du jeu dans le contexte des propositi&nspP; et Ps.

Question 1.3 En utilisant le calcul des propositionsgsolution avec les formules de De Morgan ou
table de erité), ceterminer I'actiona effectuer pour ouvrir la porte.

Les portes logiques sont représentées graphiquemelaspsymboles :

- -

Négation Et Ou

Question I.4 Les interrupteurs A et B laissent passer un courant (valegigue vraie) quand ils sont
fermés. Proposer un circuilectroniqgue comp@sde portes logiques comportant deux sortiest D.
La sortieO laisse passer le courant pour ouvrir la porte. La sorfielaisse passer le courant pour
détruire la salle.
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Partie Il : Automates et langages

Le but de cet exercice est I'étude des propriétés destaton x de composition de deux auto-
mates.

1 Automate fini complet déterministe

Pour simplifier les preuves, nous nous limiterons au casuteseates finis complets déterministes.
Les résultats étudiés s’étendent au cadre des autsiiigitecomplets quelconques.

1.1 Repréesentation d’'un automate fini complet éterministe

Déf. II.1 (Automate fini complet déterministe) Soit I'alphabetX (un ensemble de symboles), soit
A le symbole reprsentant le mot vide\(¢ X), soit X* I'ensemble contenant et les mots compés
de £quences de symboles de(doncA € X*); un automate fini complet&derministe sutX est un
quintupletA = (@, X,4,T,0) compog de :

— un ensemble fini états :Q ;

— unétatinitial : 7 € Q;

— un ensemble états terminaux 7 C Q;

— une fonction totale de transition confondue avec son ggaphC @ x X — Q.

Pour une transition(o, ¢) = d donnée, nous appelond’origine de la transition¢ I'étiquette de
la transition et/ la destination de la transition.

1.2 Representation graphique d’'un automate

Les automates peuvent &tre représentés par un schéraatdas conventions :

— les valeurs de la fonction totale de transitiosont représentées par un graphe orienté dont les
nceuds sont les états et les arétes sont les transitions;;

un état initial est entouré d’un cercle);

— un état terminal est entouré d’un double ce;

— un état qui est a la fois initial et terminal est entouténdriple cercl;

— une aréte étiquetée par le symbole X va de I'étato a I'étatd si et seulement si(o, e) = d.
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Exemple 1.1 L'automate; = (@, X, 41,711, d1) avec :

Q1 ={E,F G}
X ={a,b,c}
nu==~K

T, ={F}

a
g
£
&
I

51(E7a):F7 51(E7b) G
51(F,CL)IG, (51(F,b>:E, (51(F,C):F,
51(G7 CL) = G> 61(G7 b) = G, 61(G7 C) =G

est repéseng par le graphe suivant :

G D a,b,c

Exemple 1.2 L'automate, = (Q2, X, iz, T», d2) avec :

Q2:{A>BaCaD}

X ={a,b,c}

ig :A

T, = {B}

52(/1,0,) :B, 52(A,b) :B, 52(/1,0) :C,
52(B,Q)ZD, 52(B,b) :C, 52(B,C)ZD,
(52(0, a) = B, (52(0, b) = D, 52(0, C) = C,
52(D,a) = D, (52(D,b) = D, 52(D,C) =D

est repeseng par le graphe suivant :

1.3 Langage reconnu par un automate fini complet dterministe
Soito* I'extension de a @ x X* — () définie par :

Vg€ Q, 0*(q,A) = q

Ve € X,
Vm e X~
Yo € Q,
Vd € Q),

" 0% (0,eem) =d < dg € Q, (0(o,e) =q) A (6*(g,m) = d)
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Soit X un alphabet, un langage siirest un sous-ensemble dg.
Le langage suX reconnu par un automate fini complet déterministe est :

L(A) = {me X* | Id €T, 6*(i,m) = d}

Notons que certains états et transitions ne sont pas dtlies la description d’un langage car ils
ne permettent pas d’aller d’'un état initial a un état tieiach

Exemple 1.3 Le sous-automate d& (exemple I1.1) compédesttats et transitions utiles est régseng

par le graphe suivant :

Exemple 1.4 Le sous-automate d& (exemple 11.2) compé@desttats et transitions utiles est régseng
par le graphe suivant :

Question 1.1 Donner sans les justifier deux expressioagulieres ou ensemblistes r&gentant les
langages sutX = {a, b, ¢} reconnus par les automatés de I'exemple 1.1 e€, de 'exemple I1.2.

2 Composition d’automates finis complets dterministes
2.1 Deéfinition
Soit 'opération internex sur les automates finis complets déterministes définie par

Déf. 1.2 (Composition d’automates finis complets éterministes) Soient4; = (@1, X, 1,71, 61)
etA; = (Qa, X, is, Ty, 62) deux automates finis completstdrministes, 'automate = A; x A, qui
résulte de la composition dé, et A, est cfini par :

A=A x Ay = (Q1 X Q2, X, (i1,12), T1 x T5, 01x2)

Vo € Qu,
Vo, € Qo
YV c X, 51><2((01, 02),1’) == (dl,dg) = (51(01,1’) == dl) VAN (52(02,1’) == dg)
Vd; € Qq,
Vdy € Qq,

Question 1.2 En consi@rant les exemples II.1 et 11.2, construire le graphe ggantant 'automate
&1 x & (seuls lestats et les transitions utiles devrdgtte construits).
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Question 1.3 Caractriser le langage reconnu pdh x &, par une expressioreguliere ou ensem-
bliste.

2.2 Propriétes

Question 1.4 Montrer que : siA; et A, sont des automates finis compleé&daiministes alors
A; x A,y est un automate fini complegéterministe.

Question I1.5 Montrer que :

Vo, € Q1,
Yoy € Qo,
Vm € X*, 51:(2((01,02),771) = (dl,dg) = (5;(01,7’)1) = dl) VAN (55(02,7’)1) = dg)
Vd, € Qu,
Vdy € (2,

Question 1.6 SoientA; et 4, des automates finis completstdrministes, montrer que :

m € L(A; x Ay) & m € L(A;) Am € L(As)

Question 1.7 Quelle relation liant les langages reconnus par les aut@sat; , A, et A; x A, peut-
on en dduire ?
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Partie Ill : Algorithmique et programmation en CaML

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui ¢itisé le langage CaML dans le cadre des ensei-
gnements d’informatique. Les fonctions écrites devedre fécursives ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utilisenstiuctions itératives @r , whi | e, ...) ni de
références.

Format de description d’une fonction : La description d'dimiection, lorsque celle-ci est demandee,
c’est-a-dire a la question 111.22, doit au moins contenir

1. I'objectif général;

le rble des parametres de la fonction;

les contraintes sur les valeurs des parametres;;

les caractéristiques du résultat renvoyé par la fongt
le rdle des variables locales a la fonction;

le principe de I'algorithme;

des arguments de terminaison du calcul pour toutes lesingaties parametres qui vérifient|les
contraintes présentées au point 3.

No o~ Db

La structure d’ensemble d’entiers est utilisée dans debmeux algorithmes. L'objectif de ce
probleme est I'étude d’une réalisation particulieoe @ Guibas et Sedgewick de cette structure a base
d’arbres binaires de recherche quasi-equilibrés nosreméres bicolores (car les noeuds sont colorés
avec deux couleurs differentes). L'objectif de cettdisadéion est d’optimiser a la fois I'occupation
mémoire et la durée des opérations d’insertion et giiglation d’'un élément dans un ensemble.

1 Realisationa base de listes

La réalisation la plus simple d’'un ensemble d’entiers sepsur l'utilisation d’'une liste d’entiers
qui contient exactement un exemplaire de chaque élénoaticu dans I'ensembile.

1.1 Representation en CaML

Nous ferons I'hypothese gu’un élément appartenant ansemble n’apparait qu’une seule fois dans
la liste représentant cet ensemble.

Un ensemble d’entiers est représenté par le geenbl e équivalent a une liste dent .
type ensenble == int list;;
Le parcours d’un ensemble sera donc effectué de la mémeraajue celui d’'une liste.

Nous allons maintenant définir plusieurs opérations ssrensembles d’entiers et estimer leur
complexité.

1.2 Ogperations sur la structure d’ensemble
1.2.1 Insertion dans un ensemble

La premiere opération est I'insertion d’un entier dangnsemble.
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Question I1l.1 Ecrire en CaML une fonctionnser t i on_ens de type

int -> ensenble -> ensenbl e telle que 'appeli nserti on_ens v E) renvoie un en-
semble contenant lesame<tléments que I'ensembieainsi que Ielementv s’il ne figurait pas @ja
dansE. Cette fonction devratre recursive ou faire appél des fonctions auxiliairescursives.

Question I11.2 Calculer une estimation de la complexde la fonction nser t i on_ens en fonction
du nombre cglements de I'ensembiie Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appel
récursifs effectes.

1.2.2 Elimination dans un ensemble

La seconde opération consiste a €liminer un entier dhsemble.

Question 111.3 Ecrire en CaML une fonctiorl i mi nat i on_ens de type

int -> ensenbl e -> ensenbl e telle que I'appel( el i m nati on_.ens v E) renvoie un
ensemble contenant lesemes entiers que I'ensemiifesauf I'entierv s'il figurait dansE. Cette
fonction devreétre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

Question 111.4 Donner des exemples de valeurs des paia@sv et E de la fonction
el i m nati on_ens qui correspondent aux meilleur et pire cas en nombre d’appatursifs ef-
fecties.

Calculer une estimation de la compléxidans les meilleur et pire cas de la fonction
el i m nat i on_ens en fonction du nombre dléments de 'ensemble Cette estimation ne prendra
en compte que le nombre d’appe&ursifs effectes.

2 Realisationa base d’arbres binaires de recherche bicolore

L'utilisation de la structure d’arbre binaire de rechertlelore permet de réduire la complexité
en temps de calcul pour les opérations d’insertion efrdiaation.

2.1 Arbres binaires d’entiers

Un ensemble d’entiers peut étre réalisé par un arbrerbiea utilisant les étiquettes des noeuds
pour représenter les éléments contenus dans I'ensemble

2.1.1 Definition

Déf. Ill.1 (Arbre binaire d’entiers) Un arbre binaire d’entiers: est une structure qui peut sdéitre
vide (notel), soitétre un nceud qui contient uBtiquette enére (noee&(a)), un sous-arbre gauche
(nott G(a)) et un sous-arbre droit (nétD(a)) qui sont tous deux des arbres binaires d’entiers. L'en-
semble destiquettes de tous les noeuds de I'arbrest noéC(a).

Exemple IIl.1 (Arbres binaires d’entiers) Voici trois exemples d’arbres binairétiqueés par des
entiers (les sous-arbres vides des nceuds ne sont pa&sens) :

(D (6) (&)
() B G @ (3 (9
® G @ @O @ @

® ®
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2.1.2 Profondeur d’'un arbre

Déf. Ill.2 (Profondeur d’'un arbre) Les branches d’un arbre relient la racine aux sous-arbre®esi
La profondeur d’'un arbred estégale au nombre de nceuds de la branche la plus longue. Nous la
noterons| A |.

Exemple 1.2 (Profondeurs) Les profondeurs des trois arbres binaires de I'exemplé kbnt res-
pectivement 3, 4 et 4.

Question 111.5 Donner une éfinition de la profondeur d’un arbre en fonction dé), G(a) etD(a).
Question 111.6 Consicerons un arbre binaire d’entiers repsentant un ensemble contenagléments.
Quelle est la forme de I'arbre dont la profondeur est maxeiauelle est la forme de I'arbre dont

la profondeur est minimale ? Calculer la profondeur de I'e¢len fonction de: dans ces deux cas.
Vous justifierez vosponses.

2.2 Arbres bicolores

Nous considérerons par la suite des arbres binaires dawgjuehnceud est décoré par une couleur
blanche ou grise.

L'utilisation de contraintes sur les couleurs des nceudsmetde réduire le déséquilibre possible
entre les profondeurs des differentes branches d’un.arbre

Déf. I11.3 (Arbres bicolores) Un arbre colog est un arbre dont les nceuds ségalement écores
par une couleur. Un arbre bicolore est un arbre caayui respecte les contraintes suivantes :

P1 Il existe deux couleurs défentes. Nous choisirons Blanc et Gris.
P2 Tous les nceuds fils directs d’un nceud o®kemn Blanc doiveri&tre cologés en Gris.
P3 Toutes les branches doivent contenir léme nombre de noeuds c@sren Gris.

Notons qu’'un méme arbre binaire peut étre coloré desudififes manieres qui respectent les
contraintes des arbres bicolores.

Exemple 111.3 (Arbres binaires bicolores) Voici deux colorations du troisime arbre de I'exemple 111.1
qui respectent les contraintes des arbres bicolores :

® ®
(3) (10 (3) (10)
@ ® @ OO ® @ O
(® (®

2.2.1 Rang d'un arbre bicolore

Déf. Ill.4 (Rang d'un arbre bicolore) Le rang d’un arbre bicolored estégal au nombre de nceuds
colorés en gris dans une des branches de 'arbre (p&firdtion de I'arbre bicolore, ce nombre est le
méme pour toutes les branches). Nous le notef(4).

Exemple Ill.4 (Rang d’un arbre bicolore) Les rangs des arbres bicolores de I'exemple I11.3 sont
respectivement 2 et 3.
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Question 111.7 Soit A un arbre bicolore compdsden nceuds avee > 0. Montrer que
R(A) <| A|<2x R(A) + 1 etque2®A) — 1 < n,

Question 111.8 Soit A un arbre bicolore compdsden nceuds avee > 0. Montrer que
E(logy(n)) <] A <2 x E(logy(n)) (log, est le logarithme en basket F() est la partie entre).
2.2.2 Repesentation des arbres binaires bicolores en CaML

Un arbre binaire d’entiers dont les nceuds sont décoréasmgacouleur est représenté par les types
CaML :
type couleur = Blanc | Gis;;

type arbre = Vide | Noeud of couleur * arbre = int * arbre;;

Notons que I'arbre vide n’a pas de couleur associée.
Dans 'appelNoeud( ¢, fg, v, fd),lesparametres,f g, v etf d sont respectivement la
couleur, le fils gauche, I'étiquette et le fils droit de lain@cde I'arbre créé.

Exemple lIl.5 Le terme suivant

Noeud( Gis,
Noeud( Bl anc,
Noeud( Gis, Vide, 1, Vide),
3,
Noeud( Gis, Vide, 4, Vide)),
6,
Noeud( Bl anc,
Noeud( Gis,
Vi de,
7,
Noeud( Bl anc, Vide, 8, Vide)),
10,

Noeud( Gis, Vide, 11, Vide)))

est alors assoéia I'arbre binaire bicolore repesené graphiquement dans I'exemple 111.3.

2.2.3 Rang d'un arbre bicolore d’entiers

Question 111.9 Ecrire en CaML une fonctionang de typear bre -> i nt telle que I'appel
(rang a) renvoie le rang de l'arbre bicolore d’entiera. Cette fonction devr&tre récursive ou
faire appela des fonctions auxiliairescursives.

2.2.4 Validation d’'un arbre bicolore d’entiers

Une premiere opération consiste a déterminer si latra de I'arbre et les valeurs des couleurs
des nceuds d’un arbre binaire sont compatibles avec la ti&fiiun arbre bicolore.

Question 111.10 Ecrire en CaML une fonctional i dat i on_bi col or e de typear bre -> bool
telle que 'appel val i dat i on_bi col ore A) renvoie lavaleut r ue sil'arbre binaire Aest vide
ou si l'arbre binaire A n’est pas vide et si les valeurs des couleurs&éments de 'arbre binairé
respectent les contraintes pour gAesoit un arbre bicolore et la valeural se sinon. L'algorithme
utilisé ne devra parcourir gu’une seule fois I'arbre. Cette foanttdevraétre recursive ou faire appel
a des fonctions auxiliairescursives.
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Question 111.11 Calculer une estimation de la complexide la fonctiorval i dati on_bi col ore
en fonction du nombre de nceuds de I'arBreCette estimation ne prendra en compte que le nombre
d’appels €cursifs effecté.

2.3 Arbres binaires de recherche

Déf. IIl.5 (Arbre binaire de recherche) Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire d’en-
tiers dont les fils de la racine sont des arbres binaires déeeche et dont legétiquettes de tous les
nceuds composant le fils gauche de la racine sont strictemi@nieiuresa I’ étiquette de la racine et
les étiquettes de tous les nceuds composant le fils droit de lagawnt strictement sépeuresa

z

I’ étiquette de la racine. Cette contrainte s’exprime sousteg :

ABR(G(a)) NABR(D(a))
ABR(a)=a# 0= < AVv € C(G(a)),v < E(a)
AYv € C(D(a)),E(a) <v

~—~

Exemple 1.6 (Arbres binaires de recherche) Le deuxéme et le troiggme arbre de I'exemple 111.1
sont des arbres binaires de recherche.

‘ Notons qu’un arbre binaire de recherche ne peut contenimggeul exemplaire d’une valeur donn"ee.

‘ Nous considérerons par la suite des arbres de recheratieres. ‘

2.3.1 Validation d’un arbre binaire de recherche

Une premiere opération consiste a déterminer si uredsimolore d’entiers est un arbre binaire de
recherche.

Question 11.12 Ecrire en CaML une fonctiomal i dat i on_abr de typear bre -> bool telle
que l'appel(val i dati on_abr A) renvoie la valeurt r ue si I'arbre binaire d’entiersA est un
arbre binaire de recherche et la valetial se sinon. L'algorithme utili®€ ne devra parcourir qu’une
seule fois I'arbre. Cette fonction devédre recursive ou faire appél des fonctions auxiliairescursives.

2.3.2 Insertion dans un arbre binaire de recherche

Une seconde opération consiste a insérer un éléemastutearbre binaire de recherche en préservant
cette structure. Pour cela, I'insertion se fait au niveaustris-arbres vides contenus dans l'arbre.

Question 111.13 Ecrire en CaML une fonctionnser t i on_abr de type

int -> arbre -> arbretellequel’appeli nsertion_abr v A) renvoie un arbre binaire
de recherche contenant leemesttiquettes que I'arbre binaire de rechercAainsi que Iétiquette
v s’il ne la contenait pas @a. Cette fonction doit associer la couleur blanche au nceul daleur

insérée. L'algorithme utili®€ ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette foantdevraétre

récursive ou faire appél des fonctions auxiliairescursives.

Question 111.14 Donner une estimation de la complédans les meilleur et pire cas de la fonction
i nserti on_abr en fonction de la profondeur de I'arbi& Cette estimation ne prendra en compte
que le nombre d’appelscursifs effecteéis. Donnerégalement une estimation de la compkestA
n’est pas un arbre bicolore.
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2.4 Préservation de la structure bicolore

Lors de l'insertion d’'une valeur dans un arbre bicolore, deiveau nceud est coloré en blanc.
L'insertion d’'un élément dans un arbre binaire de redheticolore peut invalider les contraintes et
produire un arbre binaire de recherche coloré qui n'estiyiasore. Les transformations suivantes
visent a restaurer la structure d’arbre bicolore a péd#iFarbre coloré obtenu par insertion.

Question 111.15 Quelles sont les propgiés d’un arbre bicolore (parntl, P2 et P3) qui peuvenétre
invalidées par I'insertion d’'une valeur sachant que I'on associedaleur blanche au nceud asseci
a cette valeur?

Déf. 111.6 (Correction blanche) Une correction blanche concerne 3 nceuds imkmde I'arbre. Elle
s’applique uniquement si I'arbre posde une des quatre formes suivantes. Un arbre qui nezpess
pas la forme aéquate ne sera pas transfoem

Forme initiale :
Correction blanche de type 1. | Correction blanche de type 3.

Forme transfornge :

() ©

Question 111.16 Montrer que sify, F,, F3 et F, sont des arbres bicolores de rangalors le résultat
d’une correction blanche est un arbre bicolore de rang 1.
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Question 111.17 Insérer la valeur9 dans le premier arbre de recherche bicolore de I'exempl&|liI
puis appliquer une correction blanche autant de fois gageassaire pour obtenir un arbre bicolore.
Repgsenter tous les arbres coks interngdiaires.

Question 111.18 Montrer que l'insertion d’'une valeur dans un arbre de reattex bicolore suivie de
I'application de corrections blanches sur la branche daaguelle la valeur &te in€rée tant que ces
corrections sont applicables permet d’obtenir un arbre éeherche bicolore.

Question 111.19 Soit un arbre de recherche bicolorg montrer que le nombre de corrections blanches
necessaires pour obtenir un arbre bicolore aprlinsertion d’'une valeur dans! est strictement
inférieur a la difference entre la profondeur et le rang de I'arbre avant ingeri{| A | — R(A)).

Question 11.20 Ecrire en CaML une fonctiooor r ect i on_bl anche detypear bre -> arbre
telle que 'appel correct i on_bl anche A) surun arbreAdont la structure permet I'application
d’une correction blanche sur la racine renvoie I'arbre birede recherchd sur lequel une correction
blanche a&t€ appliqeea la racine.

2.5 Insertion équilibr ée

Une seconde opération consiste a insérer une nouviglleette dans un arbre de recherche équilibré
en préservant la structure équilibrée de I'arbre.

Question 111.21 Modifier la fonction nserti on_abr detypa nt -> arbre -> arbre écrite
en CaMLa la question 111.13 telle que 9 est un arbre binaire de recherche bicolore alors I'appel
(insertion_abr v A) renverra un arbre binaire de recherche bicolore.

Question 111.22 Expliquer la fonction nserti on_abr définiea la question pecedente.
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Partie Ill : Algorithmique et programmation en PASCAL

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui tihsé le langage PASCAL dans le cadre des ensei-
gnements d’informatique. Les fonctions écrites devedre fécursives ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utilisenstiuctions itérativeds or , whi | e, r epeat ,

2.
Format de description d’une fonction : La description d’fimection, lorsque celle-ci est demandee,
c’est-a-dire a la question 111.22, doit au moins contenir

1. I'objectif général;

le role des parametres de la fonction;

les contraintes sur les valeurs des parametres;;

les caractéristiques du résultat renvoyé par la fongt
le rdle des variables locales a la fonction;;

le principe de I'algorithme;

des arguments de terminaison du calcul pour toutes lesingatles parametres qui vérifient|les
contraintes présentées au point 3.

N o bk wDbd

La structure d’ensemble d’entiers est utilisée dans debmeux algorithmes. L'objectif de ce
probleme est I'étude d’'une réalisation particulieoe @ Guibas et Sedgewick de cette structure a base
d’arbres binaires de recherche quasi-équilibrés nosraméres bicolores (car les noeuds sont colorés
avec deux couleurs differentes). L'objectif de cettdis@dion est d’optimiser a la fois I'occupation
mémoire et la durée des opérations d’insertion et aiglation d’un élément dans un ensemble.

1 Realisationa base de listes

La réalisation la plus simple d'un ensemble d’entiers sepsur l'utilisation d’'une liste d’entiers
qui contient exactement un exemplaire de chaque elénoaticu dans I'ensemble.

1.1 Representation en PASCAL

Nous ferons I'hypothése gu’un élément appartenant ansemble n’apparait qu’une seule fois dans
la liste représentant cet ensemble.

Un ensemble d’entiers est représenté par le type de EHESEMBLE correspondant a une liste
d’entiers.

Le parcours d’un ensemble sera donc effectué de la mémeraajue celui d’'une liste.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foadtisimantes dont le calcul se termine
guelles que soient les valeurs de leurs parametres. Ellesgnt eventuellement étre utilisées dans les
réponses aux questions :

— NI L représente la liste vide d’entiers;;

— FUNCTI ON LE.I nserer (V: | NTEGER, E: ENSEMBLE) : ENSEMBLE; renvoie une liste d'en-

tiers composée d’'un premier entieet du reste de la liste contenu ddhs

— FUNCTI ON LE_Pr em er ( E: ENSEMBLE) : | NTEGER; renvoie le premier entier de la liste

E. Cette liste ne doit pas étre vide;

— FUNCTI ON LE_Rest e( E: ENSEMBLE) : ENSEMBLE; renvoie le reste de la listeprivée de

son premier entier. Cette liste ne doit pas étre vide.
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Nous allons maintenant définir plusieurs opérations ssrensembles d’entiers et estimer leur
complexité.

1.2 Ogperations sur la structure d’ensemble
1.2.1 |Insertion dans un ensemble

La premiere opération est I'insertion d’un entier dangnsemble.

Question I11.1 Ecrire en PASCAL une fonction

i nsertion_ens(v: | NTECGER;, E: ENSEMBLE) : ENSEMBLE; telle que I'appel

i nsertion_ens(v, E) renvoie un ensemble contenant le8mes entiers que I'ensemltieainsi
que 'entierv s’il ne figurait pas @ja dansk. Cette fonction devratre récursive ou faire appel des
fonctions auxiliaires gcursives.

Question 1.2 Calculer une estimation de la compléxde la fonction nser t i on_ens enfonction
du nombre celements de 'ensemble Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appel
récursifs effectes.

1.2.2 Elimination dans un ensemble

La seconde opération consiste a €liminer un entier dhsemble.

Question 111.3 Ecrire en PASCAL une fonction

el i m nati on_ens(v: | NTEGER; E: ENSEMBLE) : ENSEMBLE; telle que I'appel

el i m nati on_ens(v, E) renvoie un ensemble contenant ledmes entiers que I'ensemliidesauf
I'entier v s’il figurait dansE. Cette fonction devrétre récursive ou faire appél des fonctions auxi-
liaires récursives.

Question 11l.4 Donner des exemples de valeurs des paaesv et E de la fonction
el i m nati on_ens qui correspondent aux meilleur et pire cas en nombre d’appatursifs ef-
fectues.

Calculer une estimation de la compleéxdans les meilleur et pire cas de la fonction
el i m nat i on_ens en fonction du nombre @léments de 'ensemble Cette estimation ne prendra
en compte que le nombre d’appe&ursifs effectes.

2 Realisationa base d’arbres binaires de recherche bicolore

L'utilisation de la structure d’arbre binaire de rechertlielore permet de réduire la complexité
en temps de calcul pour les opérations d’insertion efrdiéation.

2.1 Arbres binaires d’entiers

Un ensemble d’entiers peut étre réalisé par un arbrdrbiea utilisant les étiquettes des noeuds
pour représenter les éléments contenus dans I'ensemble
2.1.1 [Efinition

Déf. Ill.1 (Arbre binaire d’entiers) Un arbre binaire d’entiers: est une structure qui peut sditre
vide (no€el), soitétre un nceud qui contient uBtiquette enére (noee&(a)), un sous-arbre gauche
(nott G(a)) et un sous-arbre droit (nétD(a)) qui sont tous deux des arbres binaires d’entiers. L'en-
semble destiquettes de tous les noeuds de I'arbest noéC(a).
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Exemple IIl.1 (Arbres binaires d’entiers) Voici trois exemples d’arbres binairétiqueés par des
entiers (les sous-arbres vides des nceuds ne sont pa&sexs) :

(D (8) (&)
() OROENONNE (9
©® G @ O @ @

® ®

2.1.2 Profondeur d’'un arbre

Déf. Ill.2 (Profondeur d’'un arbre) Les branches d’un arbre relient la racine aux sous-arbrelesi
La profondeur d’'un arbreA estégale au nombre de nceuds de la branche la plus longue. Nous la
noterons| A |.

Exemple 1.2 (Profondeurs) Les profondeurs des trois arbres binaires de I'exemplé idont res-
pectivement 3, 4 et 4.

Question 111.5 Donner une éfinition de la profondeur d’un arbre en fonction dé), G(a) etD(a).

Question 111.6 Consicerons un arbre binaire d’entiers repsentant un ensemble contenagiéments.
Quelle est la forme de l'arbre dont la profondeur est maxeraQuelle est la forme de I'arbre dont
la profondeur est minimale ? Calculer la profondeur de I'eelen fonction de:x dans ces deux cas.
Vous justifierez vosponses.

2.2 Arbres bicolores

Nous considérerons par la suite des arbres binaires dawgjuehnceud est décoré par une couleur
blanche ou grise.

L'utilisation de contraintes sur les couleurs des nceudsmeede reduire le deséquilibre possible
entre les profondeurs des differentes branches d’'un.arbre

Déf. I11.3 (Arbres bicolores) Un arbre colog est un arbre dont les nceuds ségalement écores
par une couleur. Un arbre bicolore est un arbre caaqui respecte les contraintes suivantes :

P1 Il existe deux couleurs défentes. Nous choisirons Blanc et Gris.
P2 Tous les noeuds fils directs d’'un nceud o®kem Blanc doiverétre cologs en Gris.
P3 Toutes les branches doivent contenir I|éme nombre de noeuds cd@sren Gris.

Notons qu’'un méme arbre binaire peut étre coloré desidfiftes manieres qui respectent les
contraintes des arbres bicolores.
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Exemple 111.3 (Arbres binaires bicolores) Voici deux colorations du troisime arbre de I'exemple 111.1
qui respectent les contraintes des arbres bicolores :

® (&)

(3) (10 (3) (10
@ ® @ O ® @ @©
(® (®

2.2.1 Rang d'un arbre bicolore

Déf. Ill.4 (Rang d'un arbre bicolore) Le rang d’un arbre bicolored estégal au nombre de nceuds
colorés en gris dans une des branches de 'arbre (p&firdtion de I'arbre bicolore, ce nombre est le
méme pour toutes les branches). Nous le notef(4).

Exemple Ill.4 (Rang d’un arbre bicolore) Les rangs des arbres bicolores de I'exemple I11.3 sont
respectivement 2 et 3.

Question 1.7 Soit A un arbre bicolore compdsden nceuds avee > 0. Montrer que
R(A) <| A|<2 x R(A) + 1 etque2®A) — 1 < n.

Question 111.8 Soit A un arbre bicolore comp@sden nceuds avee > 0. Montrer que
E(logy(n)) <| A| <2 x E(logy(n)) (log, est le logarithme en baseet £() est la partie entre).

2.2.2 Repgsentation des arbres binaires bicolores en PASCAL

Une couleur est représentée par un type énur@éréd EUR dont les deux valeurs possibles sont
GRI S etBLANC.

Un arbre binaire d’entiers dont les nceuds sont decorésnmacouleur est représenté par le type
de baseARBRE.

Notons que I'arbre vide n’a pas de couleur associée.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foactismantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parametres. Ellesqnt eventuellement étre utilisees dans les
réponses aux questions :

— Vi de est une constante de valeNIrL qui représente un arbre ou une liste vide;

— FUNCTI ON Noeud( c: COULEUR; f g: ARBRE; v: | NTEGER; f d: ARBRE) : ARBRE; est

une fonction qui renvoie un arbre dont la couleur, le fils gedétiquette et le fils droit de la
racine sont respectivemenif g, v etf d,

— FUNCTI ON Coul eur (a: ARBRE) : COULEUR; est une fonction qui renvoie la couleur de la

racine de l'arbrea ;

— FUNCTI ON Gauche( a: ARBRE) : ARBRE; est une fonction qui renvoie le fils gauche de la

racine de l'arbrea ;

— FUNCTI ON Eti quette(a: ARBRE) : | NTEGER; est une fonction qui renvoie I'étiquette

de laracine de l'arbra ;

— FUNCTI ON Droi t (a: ARBRE) : ARBRE; est une fonction qui renvoie le fils droit de la ra-

cine de l'arbrea.
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Exemple Ill.5 L’appel suivant

Noeud( GCRIS,
Noeud( BLANC,
Noeud( GRI'S, Vide, 1, Vide),
3,
Noeud( GRI'S, Vide, 4, Vide)),

6,
Noeud( BLANC,
Noeud( GRI'S,
Vi de,
7,
Noeud( BLANC, Vide, 8, Vide)),
10,

Noeud( GRI'S, Vide, 11, Vide)))

renvoie I'arbre binaire d’entiers bicolore repsengé graphiquement dans I'exemple 111.3.

2.2.3 Rang d'un arbre bicolore d’entiers

Question 111.9 Ecrire en PASCAL une fonctionang( a: ARBRE) : | NTEGER; telle que I'appel
rang(a) renvoie le rang de 'arbre bicolore d’entieis. Cette fonction devrétre récursive ou faire
appela des fonctions auxiliairesgcursives.

2.2.4 \Validation d’'un arbre bicolore d’entiers

Une premiere opération consiste a déterminer si lagtra de I'arbre et les valeurs des couleurs
des nceuds d’'un arbre binaire sont compatibles avec lati&fii'un arbre bicolore.

Question 111.10 Ecrire en PASCAL une fonctioral i dat i on_decor e( A: ARBRE) : BOOLEAN,;
telle que l'appelval i dati on_decor e( A) renvoie la valeurTRUE si I'arbre binaire A est vide
ou si l'arbre binaire A n’est pas vide et si les valeurs des couleurs&éments de 'arbre binairé
respectent les contraintes pour gAesoit un arbre bicolore et la valeUFALSE sinon. L'algorithme
utilisé ne devra parcourir gu’une seule fois I'arbre. Cette foanttdevraétre recursive ou faire appel
a des fonctions auxiliairescursives.

Question 111.11 Calculer une estimation de la complexide la fonctiorval i dati on_bi col ore
en fonction du nombre de nceuds de I'arBreCette estimation ne prendra en compte que le nombre
d’appels €cursifs effect@.

2.3 Arbres binaires de recherche

Déf. III.5 (Arbre binaire de recherche) Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire d’en-
tiers dont les fils de la racine sont des arbres binaires déeeche et dont legtiquettes de tous les
nceuds composant le fils gauche de la racine sont strictemi@niguresa I’ étiquette de la racine et
les étiquettes de tous les nceuds composant le fils droit de lagamnt strictement sépeuresa

I étiquette de la racine. Cette contrainte s’exprime soustme :

ABR(G(a)) N ABR(D(a))
ABR(a)=a# 0= < AVv e C(G(a)),v < E(a)
AVv € C(D(a)),E(a) <wv
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Exemple 111.6 (Arbres binaires de recherche) Le deuxéme et le troigme arbre de I'exemple lll.1
sont des arbres binaires de recherche.

‘ Notons qu’un arbre binaire de recherche ne peut contenimggeul exemplaire d’une valeur donn"ee.

‘ Nous considérerons par la suite des arbres de recheratieres. ‘

2.3.1 Validation d’un arbre binaire de recherche

Une premiere opération consiste a déterminer si uredsimolore d’entiers est un arbre binaire de
recherche.

Question 11.12 Ecrire en PASCAL une fonctiaral i dat i on_abr ( A: ARBRE) : BOOLEAN; telle
que I'appelval i dat i on_abr ( A) renvoie la valeuTRUE si I'arbre binaire d’entiersA est un arbre
binaire de recherche et la valetAL SE sinon. L’algorithme utili€ ne devra parcourir qu’une seule
fois I'arbre. Cette fonction devréatre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

2.3.2 Insertion dans un arbre binaire de recherche

Une seconde opération consiste a insérer un élemantotearbre binaire de recherche en préservant
cette structure. Pour cela, I'insertion se fait au niveausteis-arbres vides contenus dans l'arbre.

Question 111.13 Ecrire en PASCAL une fonction

i nsertion.abr(v: I NTEGER, A: ARBRE) : ARBRE; telle que I'appel nserti on_abr (v, A)
renvoie un arbre binaire de recherche contenant I€&masttiquettes que 'arbre binaire de recherche
A ainsi que letiquettev s'’il ne la contenait pas @ja. Cette fonction doit associer la couleur blanche
au nceud de la valeur igge. L'algorithme utili& ne devra parcourir qu’une seule fois I'arbre. Cette
fonction devregtre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

Question 111.14 Donner une estimation de la complédans les meilleur et pire cas de la fonction
i nserti on_abr en fonction de la profondeur de I'arbi& Cette estimation ne prendra en compte
gue le nombre d’appelscursifs effectess. Donnereégalement une estimation de la complexstA
n’est pas un arbre bicolore.

2.4 Préeservation de la structure bicolore

Lors de l'insertion d’'une valeur dans un arbre bicolore, deiveau nceud est coloré en blanc.
L'insertion d’'un élément dans un arbre binaire de redhetaicolore peut invalider les contraintes et
produire un arbre binaire de recherche coloré qui n'esthjpesore. Les transformations suivantes
visent a restaurer la structure d’arbre bicolore a pdgifarbre coloré obtenu par insertion.

Question 111.15 Quelles sont les propgiés d’un arbre bicolore (parnl, P2 etP3) qui peuvenétre
invalidées par l'insertion d'une valeur sachant que I'on associedaleur blanche au nceud asseci
a cette valeur ?
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Déf. 111.6 (Correction blanche) Une correction blanche concerne 3 nceuds imbEmde I'arbre. Elle
s’applique uniquement si I'arbre posde une des quatre formes suivantes. Un arbre qui nezpess
pas la forme aéquate ne sera pas transfoem

Forme initiale :
Correction blanche de type 1. | Correction blanche de type 3.

Forme transforrge :

@ ©

Question 111.16 Montrer que siF}, F», F; et F, sont des arbres bicolores de rangalors le resultat
d’une correction blanche est un arbre bicolore de rang 1.

Question ll1.17 Insérer la valeur9 dans le premier arbre de recherche bicolore de I'exempl&lI
puis appliquer une correction blanche autant de fois géeassaire pour obtenir un arbre bicolore.
Repesenter tous les arbres coks interngdiaires.

Question 111.18 Montrer que l'insertion d’'une valeur dans un arbre de reder bicolore suivie de
I'application de corrections blanches sur la branche daaguelle la valeur &t in®rée tant que ces
corrections sont applicables permet d’obtenir un arbre eeherche bicolore.

Question 111.19 Soitun arbre de recherche bicoloe montrer que le nombre de corrections blanches
nécessaires pour obtenir un arbre bicolore aprl'insertion d’'une valeur dansl est strictement
inférieur a la difference entre la profondeur et le rang de I'arbre avant inseri(| A | — R(A)).
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Question 111.20 Ecrire en PASCAL une fonctiaror r ect i on_bl anche( A: ARBRE) : ARBRE;
telle que I'appekor recti on_bl anche( A) sur un arbreA dont la structure permet I'application
d’une correction blanche sur la racine renvoie I'arbre birede recherchd sur lequel une correction
blanche a&t€ appliqeea la racine.

2.5 Insertion équilibr ée

Une seconde opération consiste a insérer une nouviglleette dans un arbre de recherche équilibré
en préservant la structure équilibrée de I'arbre.

Question 111.21 Modifier la fonctioni nserti on_abr (v: | NTEGER; A: ARBRE) : ARBRE écrite
en PASCAIla la question 111.13 telle que $\ est un arbre binaire de recherche bicolore alors I'appel
i nsertion_abr (v, A renverra un arbre binaire de recherche bicolore.

Question 111.22 Expliquer la fonction nserti on_abr définiea la question pecedente.

Fin de I'enon@
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