Les calculatrices sont interdites

N.B. : Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu'il a été amené a prendre.

Probléme

La partie I est indépendante de la suite du probleme.

I) A) On considéere I’équation différentielle (E;) : xy' - y = In(x), définie sur Ri .
1) a) Résoudre I’équation homogeéne associée.

b) Déterminer une solution particuliere de I’équation compléte.

¢) Exprimer I’ensemble des solutions de 1’équation (E).

2) Préciser la solution f de I’équation (E;) telle que (1) = 0.
B) On considére 1’équation différentielle (E,) : x2y" - xy' + y = 1 - In(x), définie sur Rj .
1) a) Déterminer une solution de 1’équation homogeéne associée de la forme x >x*, a € R.

b) Chercher une autre solution de 1’équation homogéne associée de la forme : y(x) = K(x)x“, en
donnant a a la valeur trouvée a la question précédente. On montrera que K' vérifie une équation
différentielle du premier ordre.

¢) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation homogéene associée.
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2) a) Vérifier que la fonction y, définie par y,(x) = -1 - In(x) est une solution particuliére de
I’équation (E,).

b) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation (E,).
3) Démontrer que la fonction f (définie a la question A) 2)) est I’'unique solution de I’équation (E,)

telle que f(1) =0, £'(1) = 0.

IT) Etude de la fonction f.
1) f est définie sur Ri par: f(x) =x - 1 - In(x).

a) Etudier les variations de la fonction f.

b) Etudier les branches infinies de f et construire une allure de la représentation graphique.
¢) Déduire de I’¢tude des variations de fque : V x € ]Ri, In(x) <x-1.

2) a) Déterminer une primitive de la fonction f.

1
b) Démontrer que I’intégrale J. f(x) dx converge et la calculer.
0
~+00
¢) Quelle est la nature de I’intégrale : J. f(x) dx ?
1

IIT) Comparaison des moyennes.

a;

1) a) En appliquant I’inégalité montrée a la question II) 1) ¢) aux réels , montrer que mg < m

0
a
b) Dans quel cas a-t-on mg = m, ?

¢) Démontrer que pour tout triplet (x, y, z) de réels, on a :

X4y222 + )(2y422 + X2y224 —4X2y2x2 +1>0.

2/4



) . . I 1 1
2) a) En appliquant 1’inégalité vue en III 1) a) aux réels —, —, ..... , — , montrer que my < my.
a

1 a2 an
b) Dans quels cas a-t-on mj, = mg ?
¢) Déduire des questions précédentes que my, < m .
En déduire que, pour tous nombres réels strictement positifs xj ,......... Xp,ona:
1 1 1
(X + e +X N—+—+...... +—)>n2
X X X,

IV) Applications.

1) Déduire de ’inégalitt mg < m, : Vne N*, Yn! < DTH
-k

2) a) Montrer que pour tout entier k > 2, 1 < J. .
k-1 X

n
‘4 . 1 " dx
b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : Z m <1+ j —
1 X
k=
g ) n n
¢) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : m <%n!.
+In(n

3) a) En déduire la limite de /n! quand n tend vers I’infini.

n

b) Montrer que la suite (an )n N de terme général est bornée et en donner un encadrement

a I’aide des questions précédentes.

4) a) Démontrer que la suite de terme général /n! est croissante (on pourra considérer la suite de
terme général In(X/n!).

b) Quelle est la nature de la série de terme général

",
>

Vn!
V) Détermination d’un équivalent de !,

1) a) k est un entier naturel supérieur ou égal a 2. Déterminer un encadrement de In(k) par deux
intégrales de la fonction In.
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n+l

n n
b) En déduire - I In(t)dt < Zln(k) < j In(t)dt.
1 1
k=1

¢) En déduire un équivalent de Yn! quand n tend vers I’infini.

1 ot 1
(n!)l/n (n!)Z/n :

2) Déterminer la nature des séries de termes généraux :

Fin de I'énoncé
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